
Приложение  2

Статистическая механика

Выше, когда речь ш ла об учителе Эренфеста великом Больцм ане, 
уже упоминалось о том, что в последней четверти прош лого века 
подвергалась сомнению гипотеза о сущ ествовании атомов. Вместе 
с тем критические возраж ения вызывали и некоторые чисто теорети­
ческие выводы из атомно-молекулярной концепции строения веще­
ства.

Важным этапом в научной биографии П. С. Эренфеста были ис­
следования, посвященные контрчритике этих возраж ений и обосно­
ванию , защите и развитию  представлений Б ольцм ана. Сущность 
всех эти х во п р о со в  состояла в следующем. Н а основе рассмотрения 
взаимодействий между атомами газа Больцм ан , и зучая механически© 
уравнения их движ ения, приш ел к построению  функции состояния 
системы (газа), которая в ходе установления статистического равно­
весия убы вала с течением времени. Значение этой функции, равное 
Н  — Sf (v ) \ n f ( v)dv  (здесь f (v)  —  ф ункция распределения молекул 
газа  по скоростям у), Б ольцм ан  сопоставил со взятой с обратным 
знаком энтропией, введенной в термодинамику помимо гипотезы об 
атомно-молекулярном строении вещ ества, чисто феноменологически. 
Ф ункцию  Я  Больцм ан даж е обозначал в своих первых работах 
буквой Е  — первой буквой слова «энтропия». Он справедливо при­
давал больш ое значение этому результату, п оскольку  под безуслов­
но правильный закон  природы — закон  возрастания энтропии — 
был подведен атомно-молекулярный фундамент. Это существенно 
укрепляло  позиции атомной теории и придавало ей больш ую  общ­
ность. Позднее Больцман связал  свою Я-функцию  с вероятностью 
состояния физической системы. Вывод об убывании функции Я  
получил название «Я-теоремы Больцмана». Она подверглась, однако, 
критике со стороны ряда физиков. П олемика, возникш ая в связи 
с ней, хотя и доставила много горьких минут обеим сторонам, имела 
исклю чительно важ ное значение для дальнейш его развития статис­
тической физики, и здесь невольно напраш ивается аналогия между 
этими спорами и знаменитой дискуссией Бора и Эйнштейна по ос­
новным вопросам квантовой механики (характерно, что Эренфест в 
той или иной форме участвовал в обеих дискуссиях).

Первое важ ное критическое замечание принадлеж ало венскому 
ф изику Лош мидту. В 1876 году он обратил внимание на очень прос­
той факт. Я-теорема Больцм ана была выведена на основании чисто 
механических законов движ ения частиц газа. В соответствующие 
уравнения движ ения входит квадрат времени; это значит, что они 
не меняются при изменении знака времени. Зн ая  начальные и гра» 
ничные условия, которыми характеризуется механическая система,

, в равной степени можно как  предсказать ее будущ ее, так  и восста­
новить прош лое. Н аправление течения времени выбирается чисто 
условно и при наблюдении за развитием движ ения системы неиз­
вестно, соответствует ли оно пройденному этапу ее движ ения (дви­
жению «вспять») или «нормальному» движению  во времени — впе­
ред^ Этому замечанию можно сопоставить следующую модельную 
картину: производится наблюдение за некоторой механической сис­
темой, например за  несколькими упругими ш арами, которые с оп­
ределенными начальными скоростями движ утся (без трения) по 
плоскости, ограниченной идеально упругими стенками. В определен-
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пый момент времени фиксирую тся полож ения и скорости всех шаров. 
Затем  из конечного полож ен ия, но с противополож но направлен­
ными скоростями начинается новое движ ение, при котором система 
в обратном порядке проходит все полож ения, ее характеризовавш ие. 
При этом наблю дателю  не удастся установить, является  ли это дви­
ж ение «попятным» или ж е перед ним разверты вается обычное дви­
ж ение «вперед». С итуация здесь аналогична той, которая имеет мес­
то в классическом  примере о равномерном прямолинейном движ е­
нии: пассаж ир, сидящ ий в темном купе поезда, не может сказать , 
в каком  направлении это движ ение происходит.

И так , при обращ ении времени система п рой д ете  обратном по­
рядке занимавш иеся составляю щ ими ее атомами или м олекулам и 
полож ен и я, в то время к ак  энтропия системы, явл яясь  функцией 
состояния, будет теперь убы вать (а величина Я  — возрастать) в 
противоречии с ее ходом, предсказываемом Я-теоремой Больцм ана. 
Это замечание Лошмидта п о л у ч и л о . название «парадокса обрати­
мости».

Д ругое возраж ение против Я-теоремы принадлеж ало ученику 
М акса П ланка Э. Ц ермело (впоследствии занимавш емуся математи­
ческой логикой). Оно получило название «парадокса повторимости» 
и было выдвинуто в 1896 году. П арадокс повторимости связан  с тео­
ремой, установленной в 1890 году П уанкаре* . Согласно этой теоре­
ме м еханическая система, не подвергаю щ аяся воздействиям извне 
и состоящ ая из конечного числа частиц, скорости и полож ения к о ­
торых заклю чены  в соответствующ ие конечные интервалы  значений, 
соверш ает периодическое движ ение, т. е. по прошествии определен­
ного времени возвращ ается к  первоначальном у состоянию (характе­
ризую щ емуся данными значениями координат и скоростей частиц), 
или ж е бесконечно близко к нему приближ ается. Сам П уанкаре, как  
отмечает Ц ермело в своей первой статье, не обратил внимания на 
противоречие, к котором у приводит применение его теоремы к про­
цессам статистической м еханики, хотя всегда очень много внимания 
уделял ее проблемам. Выведенную им теорему он прилож ил к об­
суждению  вопроса о стабильности Солнечной системы. И з теоремы 
П уанкаре следует, таким образом , что и ф ункция Я  долж на перио­
дически м еняться, а не монотонно убывать.

Больцм ан  ответил на эти критические замечания. Его возраж е­
ния были опубликованы , но не убедили его критиков (Ц ермело), а 
такж е других крупны х авторитетов (среди них Анри П уанкаре и 
М арселя Б риллю эеа). Эрнст Ц ермело был в 1899—1906 годах при­
ват-доцентом Геттингенского университета, и вполне допустимо 
предполож ить, что Эренфест обсуж дал с ним эти вопросы: они были 
хорош о знакомы  друг с другом .

П ервая  публикация по контркритике Лош мидта и Ц ермело и в 
защ иту точки зрения Б ольцм ан а—«Об одной задаче теории вероятно­
стей, связанной с кинетическим толкованием  возрастания энтропии», 
датирована октябрем  1906 года и подписана П авлом Сигизмундови- 
чем и Т атьяной  А лексеевной в Геттингене. Работа была, таким  обра­
зом, послана в печать всего лиш ь через месяц после смерти Б ольц м а­
на и была первой данью  уваж ения ученика памяти учителя (в сле­
дующем номере ж у р н ал а  « M ath em atisch -N atu rw issen sch aftlich e  
B la tte r» , опубликовавш его эту  работу Эренфестов, появился некро­

* Иногда ее называю т теоремой П уанкаре—Цермело— Каратео- 
дорн.



лог о Больцмане, написанный П С. Эренфестом). И здесь снова можно 
себе представить, что развитые в этой работе взгляды Эренфест из­
лагал  Больцману во время одного из своих последних приездов в 
Вену (в 1905—1906 годах). Мартом 1907 года помечена другая  статья 
Эренфестов «О двух известных возраж ениях против Я-теоремы 
Больцмана». Эта статья, являю щ аяся развитием предыдущей, так ­
же написана в Геттингене. Именно она, я думаю , или рассказ о ее 
результатах на одном из тамошних семинаров произвели столь бла­
гоприятное впечатление на Ф еликса К лейна, что он заказал  Эрен- 
фестам более обширную статью для своей «Энциклопедии математи­
ческих наук».

Свою энциклопедическую  статью супруги Эренфесты писали в 
Петербурге и закончили ее в декабре 1909 года, а  дополнения к ней— 
в сентябре 1911 года. В следующем, 1912 году она была опубли­
кована в четвертом томе (его четвертой части) энциклопедии. Эта 
статья сы грала исключительную роль в развитии статистической 
механики и по праву считается классической. В предисловии к ее 
американскому издапию, появивш емуся почти по л века спустя, в 
1959 году, ученик Эренфеста Д ж . Уленбек и известный американ­
ский математик М. К ац пиш ут, что «Никто из серьезно изучающ их 
статистическую механику не может себе позволить обойтись без 
этой замечательной работы». И действительно, нет ни одного учеб­
ника по статистической механике и статистической физике, в кото­
ром не излагались бы результаты , полученные в этой работе Эрен- 
фестами. Один из лучш их, но уж е м ало известных тепереш нему сту­
денчеству учебников по теории теплоты, принадлежащ ий К . Ше­
феру, в большей своей части по сущ еству базируется на научных и 
методических результатах работы Эренфестов, облекая их в более 
доступную для понимания форму. В лияние книги Ш ефера на учеб­
ную литературу по статистической физике легко проследить по позд­
нейшим курсам . В специальном предисловии для американского 
издания энциклопедической статьи Эренфестов (заметим, кстати, что 
она бы ла переведена и на французский язык) Т. А. Афанасьева- 
Эренфест пишет, что весь колоссальны й труд по изучению источни­
ков — начиная с работ К ронига, К лаузиуса и М аксвелла — взял 
на себя Павел Сигизмундович, а их совместная работа сводилась к  
обсуждению и выявлению логических предпосылок и основ статисти­
ческой механики. Эту роль Татьяны  Алексеевны подчеркивает и 
сам Эренфест в своем письме 1912 года к  Л оренцу, а такж е и непос­
редственно в примечании к именам авторов в статье.

Энциклопедическая статья Эренфестов сравнительно невелика 
по объему; примерно треть ее приходится па многочисленные ком­
ментарии в виде подстрочных ссылок (их насчитывается около 300 
на 80 страницах текста)— в соответствии с традиционной формой 
статей, публиковавш ихся в энциклопедии. Надо скавать, что это 
изобилие поначалу затрудняет чтение, однако соответствующие 
трудности окупаю тся многочисленными и интересными сведениями, 
в частности исторического характера, которые содерж атся в этих 
примечаниях.

12 февраля 1908 года, вскоре после приезда Эренфестов в Рос­
сию, на заседании физического отделения Русского физико-химичес­
кого общества Т . А. Афанасьева-Эренфест выступила с докладом 
«Кинетическое толкование необратимых процессов», который вызвал 
оживленные прения. В них приняли участие и Павел Сигизмундович, 
и А. Ф . Иоффе, и О. Д . Х вольсон. В опубликованной позднее, но в



том ж е 1912 году статье Т . А. Афаиасьевой-Эренфест с исклю чи­
тельной ясностью излож ена принадлеж ащ ая П авлу Сигизмундови- 
чу  и ей контркритика Ц ермело и Л ош мидта и на простых и четких 
прим ерах продемонстрировано существо рассматриваемых противо­
речий, а такж е дано их объяснение.

Н а примере серии статей Эренфестов по статистической механике 
м ожно п оказать  умение Эренфеста вскры ть саму сущ ность физичес­

кой  проблемы, «освободив е е ,—к ак  мно­
го позднее писал Э йнш тейн,—от матема­
тического н аряд а , чтобы леж ащ ая  в ее 
основе простая идея п роявлялась  со 
всей ясностью». Мы остановимся на 
двух м оделях , введенных Эренфестами 
в этих их совместных работах.

П реж де всего рассмотрим модель 
«плоского газа», т.е. газа  двух простран­
ственных измерений. Этот газ  состоит 
из двух типов м олекул . М олекулы  Р-ти- 
па — м атериальны е точки, движ ущ иеся 

4 с постоянной скоростью  и не взаимодей­
ствующие друг с другом , но взаимодейст-

Рис 2 Охрматичрский вУющие с 0 -м олекулам и . Эти последние
п у т ь  молекулы P -типа представляю т собой квадраты , в бес-
пут молекулы г  типа, порядке разбросанны е и неподвиж но

закрепленны е на плоскости (но так, 
что их плотность, т. е. число на единицу 

площ ади, примерно постоянна). Все (7-молекулы непроницаемы для 
Р -м олекул , взаимодействующ их с ними по закону абсолютно упру­
гого удара (т. е. без потери энергии), и ориентированы таким  обра­
зом, что их диагонали параллельны  осям х  и у  прям оугольной сис­
темы координат. Если принять теперь, что в начальны й момент 
времени все Р -м олекулы  с одинаковой скоростью с движ утся в по­
лож ительном  направлении оси х , то легко  видеть, что спустя какое- 
то время они за счет столкновения с (7-молекулами начнут переме­
щ аться по всем четырем направлениям . Н а рис. 2 приведено схема­
тическое изображ ение одного из возмож ны х путей Р -м олекулы , н а­
чавшей свое движение от упругой стенки А В  и испытавш ей затем 
шесть столкновений. Таким образом, на плоскости будут двигаться 
Р-м олекулы  четырех сортов, которые соответственно обозначены 
цифрами, помещенными на рисунке (буквами обозначены стороны 
квадратов ^ -м о л еку л , на которы х происходит столкновение). 
Число Р -м олекул  данного сорта обозначим / / ( * = >  1 и 4 соответ­
ствует направление по и против оси дг, 2  и 3— то ж е д л я  оси у). 
В начальны й момент времени (t  =  0) f i  ф  0, / 2 =  /з  =  / 4 =  0;
в дальнейш ем ж е / /  меняю тся, причем по прошествии определен­
ного времени наступит равновесие, когда f \  =  /2  =» / 3  =■ / 4. 
Получившееся распределение Р-молекул по скоростям (точ­
нее, по направлению  скоростей) вполне аналогично тому «упорядо­
чению» м олекулярного хаоса, которое производится при элементар­
ном выводе основного уравнения кинетической теории газов (р V  =  
«  R T ) y когда принимается, что м олекулы  движ утся по шести н а п ­
равлениям  (в пространстве).

Рассмотрим теперь кинетику изучаемого процесса. Из рис. 2 вид­
но, что /1  может уменьш аться из-за того, что Р-молекулы  первого ти­
п а в результате столкновений со стороной а (7-молекулы переходят



в третий тип (столкновение в — переход во второй тип). С другой 
стороны, /1 увеличивается за счет столкновений э, испытываемых 
Р-молекулами второго типа, и столкновений б —испытываемых мо­
лекулами третьего типа. Если вести наблюдение над нашим плос­
ким газом и фиксировать f \  через промежутки времени Д/, то 
легко подсчитать количество ударов, которые будут приходиться на 
каждую  из сторон ^-молекулы  (рис. 3). Т ак, за данный интервал At  
соударение со стенкой в, приводящее к 
переходу 1 - + 2 ,  испытывают все м оле­
кулы первого -Типа, находящиеся в п а ­
раллелограмме, одна из сторон которо­
го равна стороне ^-квадрата, а другая 
— cAt.  Очевидно, что параллелограм­
мы, построенные на остальных трех сто­
ронах, имеют те же площади (удары ме­
няют направление, а не величину скоро­
сти Р-молекул). Спрашивается, сколько 
же частиц /-го типа имеется в каждом из 
этих параллелограммов? Здесь Эренфес- 
ты делают предположение, имеющее пол­
ную аналогию с соответствующим рас­
смотрением Больцмана, принявш его го­
раздо более сложную модель (а ведь 
всякое теоретическое рассмотрение ба­
зируется на той или иной модели).
Предположение сводится к тому, что 
число Р-молекул N t данного типа /, к о ­
торые к началу очередного интервала 
времени расположены в данном парал­
лелограмме, построенном на соответ­
ствующих сторонах всех ^-молекул 
/типа 1 — на параллелограммах типа а и в ,  типа 3 — на б, типа 
2 —  на з см. рис. 3), относится к общему числу Р-молекул /-типа, 
как площадь всех этих параллелограммов — к общей площ ади, 
занимаемой этим плоским газом. Таким образом, /V/ =  //АД/, где 
к — коэффициент пропорциональности. Теперь уже нетрудно з а ­
писать выражение для изменения числа Р-молекул, скажем, пер­
вого типа, за At:

bfi a  k A t  ( — 2 /j +  / 2 -f- / 3).

Аналогично для всех других типов Р-молекул находим;

* / t - * A i ( - 2 / . +  Л  +  Л ) ;

Ь/а ~  А Д / ( - 2 / з  +  / а + / 4);

bfi =  к A t  ( — 2/ 4 +  / 2 +  /з).

Вычитая bfA из fc/i* имеем

. Ь (/1 —  /4) —  2&Д/ ( / ,  —  / 4).

Переходя к бесконечно малым интервалам времени, получаем Прос­
тое дифференциальное уравнение, решение которого имеет вид

Рис. 3. М олекула Q-ти- 
па (к выводу «-теоремы 

Больцмана).



/ 4  / 4 — e “2**t т. е. при t -► со непосредственно получаем Д -*
/ 4 . Т акое же соотношение легко установить и для других пар зн а­

чений Д: все они стремятся к  одному и тому ж е пределу Д  =  / 2 =* 
=, / 3 => / 4 о  n / a {N — общее число Р-молекул).

Эренфесты для своей модели построили Я-функцию, изменение 
которой дает сведения о ходе процесса. Такой функцией, по анало­

гии с Я-функцией Больцмана, они выбрали Я  =  ^  /Дп//« Измене-
/= 1

ние Я  за время Д t  будет равно, очевидно,

ЬН -  ^  <Vi In U +  ffi In fd -  2  ( ln U +  *>•
/  z

Теперь заметим, что соударения за время Д* лиш ь перетасовали меж­
ду собой молекулы всех четырех типов, так что суммарное изменение 
общего их числа равно нулю (сколько убыло одних — столько при­
было других); поэтому bf% 4- 5/2  4- &/з 4- &/4 «  О и &Я 21п//БД.

П одставляя сюда соответствующие значения 5Д, получаем, что 
ЬЯ пропорционально взятой с обратным знаком сумме членов вида

(/1— /а)1п Ясно, что каждый из этих членов положителен — 
I 2

вне зависимости от того, выполняется ли неравенство /1 >  Д  (тогда 

/1  — /а >  0 и In >  0) или, наоборот, /* >  Д (тогда Д — /а <  0, 

/но и In jf* <  0), эначит, ЪН <  0 или &Я ■=> 0 (когда все Д равны
друг другу), что фиксируется записью ЪН <  0, совпадающей с фор­
мулой для Я-теоремы Больцмана.

Теперь нетрудно установить, что введенная в модели плоского 
газа функция Я  не меняется при перемене знака времени, т. е. нап­
равления всех скоростей. Последнее означает (см. рис. 2), что Р-мо­
лекулы  первого типа обратятся в Р-молекулы четвертого типа (и. 
наоборот); будут иметь место и аналогичные переходы Д  -> f t  
и /з  -* / 2 . В результате

Я  ■» Д in  Д +  /. In / 2 4- /3 In /3 4- Д In Д «  Д  ln  / 4 4- /3 In /3 4 * ...  ♦

т. e. изменения направления скоростей приведут лиш ь к перемене 
мест слагаемых в выражении Я , от которой, как известно, сумма не 
меняется! С другой стороны, путь каж дой Р-молекулы при измене­
нии знака скорости будет обращ ен, и, скаж ем, в соответствии 
с рис. 2 , последовательно будут пройдены состояния 
-►2-*4. Если мы имеем дело с ограниченным абсолютно упругой 
стенкой АВ  плоским сосудом, то и все молекулы, подобно выб­
ранной нами, упруго отразившись от стенки, вновь окаж утся при­
надлежащими к одной только первой группе. Это и противоречит 
Я-теореме: величина Я  вернется к  своему начальному значению. 
Вместе с тем система придет к  отнюдь не наивероятнейшему состоя­
нию. Таким  образом, в чистом виде имеем воплощенными в действи­
тельность возражения Цермело о повторимости Я , а не ее монотон­
ном убывании во времени и, вместе с тем, и возражение Лошмидта 
(об обратимости), так  как  на всех этапах обратного движения 
каждое предыдущее значение Я  превосходило последующее.

6



В ответах Больцмана с самого начала была указана причина, 
обусловливаю щ ая существование этих парадоксов. В 1896 году 
во II  томе своих «Лекций по теории газов» он писал: «В результате 
движ ения газовы х молекул друг относительно друга эта величина 
(т. е. Я  — В.  Ф.) всегда уменьш ается. Содерж ащ аяся в этом одно­
сторонность процесса, очевидно, не является следствием уравнений 
движ ения, которым подчиняются молекулы». В другом месте Б ольц­
ман, возраж ая Цермело, привел классический для  теории вероят­
ностей пример. Пусть производится 6000 бросаний игральной кости 
(кубика, на шести сторонах которого проставлены цифры от едини­
цы до шестерки). Тогда наиболее вероятно будет, что единицы, двой­
ки и т. д. выпадут примерно по 1000 раз. Однако п оскольку  вероят­
ность того, что 6000 раз выпадет, скаж ем , единица, не равна нулю, 
а просто фантастически м ала (равна (1/ в)в000 ~  1 0 “4б8°), такой ре­
зультат не исключен. Это значит, что надо произвести Ю4в8° испы­
таний по 6000 бросаний каж дое, чтобы (с больш ой вероятностью) 
реализовался искомый эффект. Ц ифра, повторяю , совершенно фан­
тастическая. Недаром Больцм ан , как  говорят, возраж ая Цермело 
на одном из устных диспутов, воскликнул: «Долго ж е Вам придется 
ждать» (окончания цикла П уанкаре). М акс П ланк, учитель Ц ермело, 
пишет (в своей «Научной автобиографии»), что и в печати « ... Б ольц­
ман ответил молодому Ц ермело с больш ой остротой, которая отчас­
ти задела такж е и меня, так  как  работа Цермело появилась с моего 
одобрения. Т ак  вышло, что всю ж изнь к ак  при последую щ их встре­
чах, так  и в своих публикациях и в наш ей частной переписке Б ольц­
ман сохранял со мной раздраж енны й тон, и лиш ь в последние годы 
ого ж изни , когда я рассказал ему об атомистическом обосновании 
своего закона излучения, этот тон уступил место друж ескому согла­
сию».

Результатом  критики (в основном Лошмидта) явилась более 
четкая формулировка Больцманом его Я-теоремы (как замечает Макс 
П ланк, Больцман в более явном виде сформулировал то, что с са­
мого начала неявно подразумевал). Вывод о монотонности убывания 
Я -функции был заменен утверждением о преимущественном ее убы­
вании к ак  наиболее вероятном, наряду с которым допускалось так ­
ж е и возрастание Я  на определенных этапах развития системы. Т а­
ким образом, возрастание Я  оказы валось не невозможным, а только 
мало вероятным. Это была знаменитая флю ктуационная теория 
Больцмана, имевш ая, помимо чисто физического, еще и большое 
философское значение (с ее помощью опровергалась теория тепловой 
смерти Вселенной).

Обратимся теперь ко второй модели Эренфестов, которая такж е 
ф игурирует в их энциклопедической статье и по праву считается 
«одной из наиболее поучительных моделей во всей физике»*. Эта 
модель позволяет примирить, казалось бы, взаимно исключающие 
представления о преимущественном убывании и периодичности, 
которые характерны  для вероятностной формулировки Я-теоремы 
и временном ходе Я -функции (и равной ей с обратным знаком 
энтропии).

М одель Эренфестов называю т иногда «моделью урн», иногда 
«лотерейной моделью». В нее действительно входят две урны — А  
и B t N  пронумерованных ш аров и, наконец, лотерея: некий ящ икэ

* М. К а ц .  Вероятность и смежные вопросы в физике, М ., 
«Мир», 1965, стр. 96.



в который помещено N  пронумерованных «лотерейных билетов», 
номер каж дого из которых соответствует номеру одного из N  шаров. 
Модель работает следующим образом. В начальный момент времени 
все N  ш аров помещаются в урну А . Затем начинает разыгрываться 
лотерея: вытаскивается наугад какой-либо билет, ш ар с соответст­
вующим номером перекладывается из урны Л  в урну В , а билет 
вновь помещается в ящ ик (и тщ ательно перемешивается с остальны­
ми). Первый шаг в игре закончен. После этого вновь вытаскивается 
лотерейный билет. Вероятность того, что его номер соответствует 
любому из шаров урны А , составляет (7V—1)/Л/, т .е . при Л^>1 близка 
к  достоверности; вероятность того, что вновь будет вытащен билет с 
номером ш ара, находящ егося теперь в урне В , напротив, м ала и рав­
на 1/ТУ, Т а к  или иначе ш ар с номером, соответствующим вытащенно­
му билету, вновь перекладывается из урны в урну, а билет вновь от­
правляется в ящ ик. Эта процедура может продолж аться сколь угод­
но долго. Очевидно, по прошествии некоторого времени, когда в 
игре будет пройдено много ш агов, в каж дой  урне окаж ется пример­
но поровну ( n o N/ 2 )  шаров. Н о такж е очевидно, что относительно 
этого равновесия будут происходить флю ктуации. Это можно про­
демонстрировать следующим образом.

Сколькими ж е способами можно осуществить ситуацию, при 
которой в одной из урн, скаж ем урне В , оказалось бы л шаров (из 
общего их числа N)? Число это равно числу сочетаний из N  элементов 

ЛИ „ _
по л: Сдг=» (дгЦ'к)jn f и известно из ш кольного курса алгебры. Заим­
ствуя терминологию статистической физики, скаж ем, что ситуация, 
при которой в урне В  имеется л ш аров—определенное макросостоя­
ние, а каж ды й из способов, которым эта ситуация может реализо­
ваться, называется микросостоянием (простейший пример: один — 
любой — ш ар в урне В  — макросостояние. Оно может быть осущест­
влено N  различными способами: в урне В  может быть ш ар № 1, или 
JV° 2 и т. д. К аж дая такая  ситуация — микросостояние). По знаме­
нитой формуле Больцмана энтропия пропорциональна числу спосо­
бов, которыми может реализоваться макросостояпие. Это число 
называют термодинамической вероятностью; в отличие от обычной 
вероятности ее значение может намного превосходить единицу. Итак, 
S  ~  1пСдг. Возрастание S  во времени (т. е. по мере увеличения чис­
л а  пройденных шагов в лотерейной игре) соответствует приближе­
нию к  наиболее вероятному распределению. Подсчитаем In Cj}t
воспользовавш ись формулой Стирлинга, согласно которой (при 
больш их значениях Р)  InP! =  P ln P —Р.  При этом, если N ,  N — n и 
л — большие числа, S  к ак  функция от л (Лг считается постоянным) 
оказы вается равным

S  (л) — In iV! — In (N  — л)1 — ln л! «■
«=> — ( N  — л) ln ( N  — л) — л In л -f- const.

К ак  уже говорилось, по Больцману состоянию равновесия соответ­
ствует максимальное значение S.  Из этого условия легко опреде­
лить значение л, соответствующее максимуму S:  надо взять произ­
водную S  по л и приравнять ее нулю. Это дает

d S  N  — л
——  =  In (N — л) - f  1 — In л — 1 =  In ---------------=  О,
dn п
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откуда следует, что —- — =  1, т. е. п =  - у  Ф ормально получили
результат, которого, конечно, и следовало ожидать, без всяких 
формул и представлений об энтропии. Наиболее вероятным состоя­
нием в модели урн будет такое, при котором в каж дой урне будет 
одинаковое число п — N / 2  шаров. Вместе с тем, очевидно, что от 
этого состояния равновесия будут непрерывно совершаться отклоне­
ния. Если на каком-либо шаге игры п =  N — п =  N12 , то уже следу­
ющий шаг с неизбежностью приведет не к наиболее вероятному

N N
распределению шаров:(“2" — 1) в одной урне и соответственно y - f -  1

— в другой. Модель Эренфестов демонстрирует, таким образом, 
неизбежность флюктуаций энтропии около положения равновесия.

Н а рис. 4. представлены значения Д — разности числа шаров 
в урнах А и В  в зависимости от числа пройденных шагов s. Эта 
разность равна Д =  п — [ N— п) «= —N  +  2л. Рисунок заимство­
ван из статьи Эрвина Ш редингера и К. К ольрауш а, опубликованной 
в 1926 году, т. е. в том году, когда Шредингером было сформулиро­

вано основное уравнение квантовой 
механики, носящее его имя.

В отношении рассматриваемой мо­
дели Эренфестов можно повторить то

s

Рис. 4. Ступенчатая //-к р и вая  ( Д-кривая).

ж е, что было сказано Больцманом в его более простом при­
мере с игральной костью. Если начать игру в лотерею Эренфес­
тов с равного числа шаров в обеих урнах, то вероятность того, что 
последующие шаги приведут к такому распределению, когда в одной 
из урн окаж утся все N  шаров, а в другой — ни одного, хотя и очень 
мала, но все же не равна нулю. Н уж но просто очень долго ждать 
осуществления этого распределения (по поводу аналогичных ситуа­
ций Больцман говорил, что «их м алая вероятность практически 
совпадает с невозможностью»). Таким образом, опровергается воз­
ражение Цермело.

Зависимость Д от s имеет вид ступенчатой кривой. Каж дое пере­
кладывание шара изменяет Д на 2 (было л и N — л; Д1 =  2п — N\  
стало п ±  1: N — п  =F 1; значит, Д* ==* п ±  1 — ( N — n 1) => 2л —
  /V  ±  2  е в  Д 1 ±  2 ) .

Рассмотрим участок кривой, соответствующий большому числу 
шаров. Проведем три прямых, параллельных оси абсцисс, на высотах 
Д + 2 , Д, Д—2. С каждой из этих прямых совпадает определенное 
число ступенек нашей Д-кривой. Назовем это число Z; очевидно, оно 
зависит от значения Д. Число переходов нашей кривой со ступенек, 
расположенных на высоте Д, на ближайший нижний уровень Д —2,
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равно числу обратных переходов с Л —2 на Л (если бы это было не 
так, то Л -кривая, раз опустившись на уровень Д — 2, никогда не 
смогла бы подняться на уровень А). Таким  же образом справедливо 
и утверждение о том, что число переходов со ступенек Д на ближ ай­
ший верхний уровень Д 2 равно числу обратных переходов (в 
противном случае Д -кривая, Ъаз поднявш ись на уровень Д -f- 
никогда больше не пересекла бы прямую Д =  const). Эти два «зако­
на о постоянстве чисел пересечения» позволяю т связать значения 
Яд+2, 2д и  Za—2 друг с другом в так называемые рекуррентные фор­
мулы. Д л я  этого достаточно подсчитать вероятности перехода со 
ступеньки Д на Д 2 и па Д — 2. Напомним, что значению Д соот­
ветствовало следующее расположение ш аров в урнах: п — в урне В  
и N —п  —в урне А . Пусть для определенности п >  N / 2. Естественно, 
что вероятность того, что номер вытащенного лотерейного билета 
будет соответствовать номеру ш ара, имеющемуся в В , равна n / N.  
Этой же величине равна и перэятность того, что со ступеньки Д 
произойдет опускание на ступеньку Д—2. Н апротив, (N — n ) / N  будет 
равно вероятности подъема со ступеньки Д на ступеньку Д -j- 2. 
Вероятность опускания со ступеньки Д 2 на ступеньку Д будет 
подобным ж е образом равна (n-f-l)/W , а вероятность подъема с Д — 2 
на Д равняется (N —n- ( - i ) /N (для этого номер вытащенного лотерей­
ного билета долж еп соответствовать ш ару урны В).  Теперь запишем 
равенство чисел перехода:

д л я  Д ^  Д +  2: Z ^ N  — n ) / N  =  ZA+2( n - f t ) /  N;

j
для  Д Д — 2: £д п /  N  =  ZA_ 2 (N— n +  1) /  N. i

Н а рис. 5 изображены три прямые Д +  2, Д, Д — 2 и на них 
помещены четыре возможных типа окруж ения ступеньки, располо­
женной на высоте Д, ее соседями. Теперь не представляет труда под­
считать число ступенек с каждым из этих типов окруж ений; поде­
лив полученное число на общее число ступенек на высоте Д, Za, по­
лучим вероятность того, что наугад выбранная ступенька Д-кривой 
на высоте Д будет принадлеж ать к одному из четырех типов а, б, 
е й  з рис. 5.

Число трехзвенных цепочек типа a, Z a , со 2-м звеном—ступень­
кой на высоте Д, очевидно, равно числу ступенек, расположенных 
на уровне Д—2 , помноженному на вероятность перехода со ступень­
ки Д — 2 на ступеньку А и помноженному, далее, на вероятность
опускания со ступеньки Д на ступеньку Д — 2 (это простейший
пример так называемой цепочки М аркова); таким образом, подстав­
л я я  сюда значение Za—2, выраженное по приведенной выше форму­
ле через Za, найдем искомые вероятности:

Яд   Z д_ 2  А/ — п -f- 1 п ^
N N ~

N  — п  +  1 п п N  I  п \а
N  дГ “дГ N —  п + 1  =  [ "лГ ) .
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Аналогично, для числа трехзвенных цепочек типа б, в и а получим 
соответственно

Z6 ^ n ( N - n ) .
Z A N 2

Z e n(N — n) Z 6 . Z z I  N - n  У  
Z* ^  “  Z A ' Z A “  ^ N  I  •

П оскольку вывод этих формул производился в предположении 
л > ^ / 2, то оказывается, что на любом уровне Д наиболее часто бу­
дут встречаться максимумы а; число подъемов в совпадает с числом 
опусканий б и, наконец, наиболее редко будут встречаться миниму­
мы а. Это значит, что наш а Д-кривая всегда будет преимущественно 
опускаться в соответствии с наиболее вероятным ходом Я -кривой.

Рис. 5. Четыре типа элементов Д-кривой.

Предположим теперь, что мы начали следить за ходом кривой, 
начиная с какого-то шага snt и движемся по оси времени (оси шагов) 
вспять, т. е. справа налево (аЛ, «я—1, 2 ...). При этом подъемы а,
наблюдавшиеся при прямом движении, обратятся в спуски б, и 
наоборот. И х вероятности (и, соответственно, числа), как было пока­
зано, равны друг другу. Однако минимумы з остаются минимумами, 
а максимумы а максимумами и при понятном движении. Поэтому 
в каком бы направлении мы ни двигались, кривая будет преимущест­
венно опускаться. П арадоксальный, но справедливый вывод! 
С его помощью на примере Д-кривой опровергается возражение Лош- 
мидта.

Психологически рассмотрение Д-кривой рис. 4 не позволяет 
легко примириться с этим выводом. Причина этого заклю чается в 
том, что первый шаг, начало опыта, происходит из искусственным 
образом организованного неравновесного состояния, когда все 
шары оказались в урне А .  Процесс заполнения этой урны не нашел 
своего отраж ения на рисунке (можно сказать так: пусть в началь­
ный момент времени в обеих урнах было поровну шаров. Затем на­
чали перекладывать шары из урны А  в урну В . Каждый такой ш аг 
соответствовал бы подъему по оси ординат кривой на две единицы 
до тех пор, пока не пришли бы к точке А =  N .  Потом в дело вступила 
бы лотерея, И на полной кривой, включающей «безлотерейную» часть 
и ту часть, которая изображена на рисунке, действительно число 
подъемов и опусканий равнялось бы друг другу на любом уровне Д̂  
а не только при сравнительно малых А к ак  это имеет место на кривой 
рис. 4).
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Если вернуться от модели Эренфестов непосредственно к газам, 
то аналогичная ситуация будет выглядеть так. Имеем сосуд, раз­
деленный перегородкой на две части. Одна из них заполнена моле­
кулами газа , а из другой газ откачан. Откроем перегородку — плот­
ность газа за ничтожные доли секунды выравняется. Время возвра­
щения такой системы к первоначальному состоянию, когда все 
молекулы газа снова соберутся в одну половинку сосуда, чудовищно 
велико, вероятность этого—очень мала, но не равна нулю! Насилие 
над системой, аналогичное произведенному насилию над моделью 
урн, свелось к тому, что в начальный момент времени газ был отка­
чан из половины сосуда; начальное состояние было неравновесным. 
Именно этим вмешательством и определяется направленность про­
цесса во времени, о которой говорилось выше.

Все эти вопросы могут показаться довольно простыми, что объ­
ясняется их нарочитой схематизацией. Проблемы статистической 
механики и ее обоснования в действительности гораздо более тонкие 
и не все они решены даже сейчас. Мы специально завуалировали 
здесь эти тонкости. И роль работы Эренфестов в установлении прин­
ципиальных, логических основ статистической механики далеко 
не исчерпывается тем, о чем было рассказано. Ими была установ­
лена возможность трактовки Я -кривой, а не Л-кривой в виде стуг- 
пенчатой функции, а именно для таких ступенчатых функций 
справедливы выводы о преимущественном убывании кривых. 
Эренфесты на нескольких примерах показали, что Больцманом 
при выводе некоторых соотношений были введены определенные 
гипотезы, тогда как  сам Больцман п олагал , что соответствующее 
рассмотрение было свободно от гипотез. Эренфесты — все в той же 
работе — аргументированно указали на несправедливость эргоди- 
ческой гипотезы Больцмана.

Ввиду важности этого последнего заключения скажем о нем 
хотя бы несколько слов. Эргодическая гипотеза Больцмана своди­
лась к  тому, что при постоянстве энергии системы и числа п состав­
ляющ их ее частиц, изображаю щ ая ее точка, т. е. точка в 2 л-мерном 
фазовом пространстве (пространстве коордипат и импульсов), про­
ходит по мере течения времени через любую точку поверхности по­
стоянной энергии, отвечающей заданному значению полной энергии 
системы. Эргодическая гипотеза играла очень большую роль в ста­
тистической физике. С ее помощью устанавливалась эквивалент­
ность рассмотрения усредненных во времени функций координат и 
импульсов и этих же функций, усредненных по так называемому ан­
самблю систем (среднее по совокупности систем, обладающих одной 
и той ж е энергией)*. Эренфесты первыми привели аргументы о не­
возможности существования эргодических систем. Доказательство 
этой невозможности было получено в 1913 году, вскоре после того, 
как энциклопедическая статья Эренфестов была опубликована. Они 
заменили эргодическую гипотезу «квазиэргодической», согласно 
которой изображающая точка с течением времени может как  угодно 
близко подойти к данной точке поверхности энергии. Д ля «квазиэр- 
годических» систем, существование которых такж е было доказано 
позднее, остаются в силе все выводы статистической механики.

Именно статья в энциклопедии оказала определяющее влияние 
на дальнейш ую научную карьеру  Эренфеста.

* Вместо того чтобы рассматривать развитие одной системы 
во времени, один из основателей статистической механики Д ж . Гиббс 
ввел представление об ансамбле систем.
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